Egzamin — Funkcje Analityczne

07.02.2024

e Prosze pisaé rozwiazanie kazdego zadania na osobnej kartce.

o Kazda kartke prosze podpisa¢: imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz numerem
grupy ¢wiczeniowej lub nazwiskiem osoby prowadzacej ¢wiczenia.

e Cgzas pisania: 180 minut.

Zadanie 1 (10 p.)
Udowodnij, ze dla a > 0 zachodzi nastepujaca réwnos¢

oo

5 1 1<7T.exp(7ra)+exp(7ra) 1)'

a exp(ma) —exp(—ma) a?

n?4+a? 2
n=1

Podpowiedz: Mozna skorzystaé z twierdzenia o residuach.
Zadanie 2 (5 p.)

Uzasadnij, ze wielomian P(z) = 2° + 2% +423 + 622 + 32+ 8 ma dokladnie dwa pierwiastki (uwzgledniajac
krotnodci) w zbiorze Q = {z € C: Re(z) > 0, Im(z) > 0}.

Zadanie 3 (15 p.)
Rozwazmy funkcje
22 +2cos(z) — 2 g(2)
Q(Z)ZW, f(z):7a z#0.
(a) Uzasadnij, ze funkcje g mozna przedtuzyé do funkcji holomorficznej g w otoczeniu zera.

(b) Niech g(z) = >0 cnz" bedzie rozwinieciem funkcji § w szereg potegowy w otoczeniu z = 0.
Wyznacz wspolczynniki cg, ¢1, o, c3, c4.
Podpowiedz: Wygodniej bedzie uzy¢ rozwinieé¢ Taylora.

(¢) Wyznacz czesé gtéwna funkeji f wokdl zera, rodzaj osobliwosci w zerze oraz residuum w zerze.

Zadanie 4 (10 p.)
Rozwazmy szereg
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(a) Dla kazdego N € Z, rozwazmy “ogon” powyzszego szeregu
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Uzasadnij, ze szereg fn(z) definiuje funkcje holomorficzna na obszarze

Qy ={z€C: Re(z) > —N}.



(b) Uzasadnij, ze szereg f definiuje funkecje meromorficzng na C i wyznacz jej bieguny.

(¢) Rozwazmy funkcje meromorficzna

9(z) = "(2) = f'(2) + 2f(2).

Dla k € Z, definiujemy ciag liczb zespolonych

ap = / 9(z) dz,
S(0,k+3)

gdzie S(0,k + 1) jest dodatnio zorientowanym okregiem o §rodku zero i promieniu k + 1. Wyznacz
granice limy_, o ag.
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